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 Model order reduction for nonlinear system

Original Nonlinear System with size 100
reduced quadratic system to q=10       
reduced linear system to q=10          

�  �0�<���� � � � � HI�	�N6J���� !������.��8� + �����e�����X�����N� ���� !0� ��J�	�������� !�����	�D��'(�M����� +  =���� ���� fh<J�	
������� �,
�	��
�! ����%���&���8
�<�,8�� !�����}.�<��[�����[�	�_ !��6�<��[����<���,�� � � � � �

HI���E6�<��-�]�� !�	�_�� !�E� �R�� !0� ��J�	j������! ����%��� fh<J��
������� !,�����
�<�,8��
 � !�����	�&����
�<�,8��

1a �������,%3 1a�� �Q����� ��3 ��'(�������U1a�� �Q�����>3 �M'F�M���8�@1��� !Q8� � �>3
+  ����/�M����6����	<���,8� � �FV � � V�� � ��V � �
+  ����/����<���,8� � � � � � � � � V � � V�� � ��V � �
W �	.�!� � V � � HI���E6J�	�� !���	�����2,8���N6�<��-���� !���"�� !�E�R���� !�>���80����]�� !��0E�	�� !0	 !�J�	�������! !���%�	�G�M'F�M���8�
�	��
� ����Gfh<J�	
������� �,��	��
�! !���%�	�&����
�<�,���
/��'(�������E�

� �



��������� �
	 ��� s�rtsly� q�w?p�x7w y s�r m n#p�q�rDyJs��Gu�� nty����Rp
�F<�6�67����� + ���J�%Z��������������!� +  !��05������� !�����	�&�M'F�M���8�

�� � � 1 � 3 � � � 1:��3
� � � � �

�	��
 � 1 � 32�J���2�����?����!�� +  ���0��]��
$����
���� W �%'F����#� ��6��	���� �����1 + �[�	����<��E� � 1���3 � ��32�	�#<���<J�	\3

� 1 � 3�� 
���1 ��3 � � �
� � ��� �]1��>3 � 1 � V�� � 3

+ ���8��� � � 1�� �! � �" "#$#$#% �'&?3 �  
��]1��>3 � 1)(%*,+(,-/.10 2 3/ ��/�����43��	,���.� \�	� �]� � �	��
 � �]1 ��3 �
1 (%56* +(,-/.�(,-8710 2 3G ��&������9}�������i�����������[�	� � ����� +  ����"� 'F6���1 ��� ��3;V

W �������8�������i�����i�	.�� Z	������ �0� !�J��j������! !���%�	�&�M'(�����8�9�J�	�G�����ifh<J��
������� !,i�	6�6���� �F !�N���� ����

�� � ��� � � ��: � � � � 1���3

� � � � �

+  ���� � � 
 � 1��>3&�	��
 : � �
�
� � 1 �>3&���8����V

BC��
e�����?� �F6�! �,� =�Lfh<J��
������� !,����8
�<�,8�� !���d�N�;�����(
e���C���8
�<�,8�I�����I�	.�� Z	�I���	��! ����%�	�t�M'F�M���8�
 !�DK�<��M� �J�����G,8���N6�<����[������3��	,���.� \�	���	��
;9}�������C���8�����	�I�	� � ���d0��;�I�����Cfh<J�	
������� !,R��6�6���� �F �
�N���� ����N�M'(�����8� �������"<����C�����R���8
�<�,8�� !�����N�;�����(
N�����?fh<J�	
������� �,C��'(�M�����E�&
��8��,8�� !.���
" ��������
6����8Z( !��<��C���8,8�� !���U����0��;�P�����d����
�<�,���
 fh<J��
������� !,i��'(��������V W �� !� +  �! .��d,8���>Z����� !���>�� =�#�����
���� !0� ��J�	#���	��! ����%�	�i��'(�M�����  !�i0� =Z����  !� �� !�E6�!�E�	���	�'h�� �,E���	��� �	��
  ��e !�i�%�	�M'`���@0��;�d�����
���>�� !����fh<J�	
������� !,��	6�6���� �F !�N���� ����c��'(�M������V

�������/� <F� �=� s�rtsly� q�wIp�x�wXyJs�r m n#p�q�rjy s��&u>� n*y����Cp�~
W ���� !�E6�� !,� =�Xfh<J�	
������� �,�����
�<�,8�� !���" ��&���$0��8�����������R���������8
�<�,��8
/fh<J��
������� !,��M'F�M���8� �����&�����
���� !0� ��J�	 ������� !�����	�&�M'F�M���8�N� +  �������<��&,����E6�<��� !��0$��!7���������8,�����
/
��8�� =Z	�]�� �Z	���& ��c�����?9}�������
���8�����	��� �F6�� !,8 ���=' �A@ + �� �,-�t1 �	=�����	<�0�� �	���'�����,��U
�<��� ���0������U����
�<�,8��
 �E�F
���[0����������]�� !�	�
�CB/D �FE#(:: ���!(�: �������0���$%���	���.3�!�/��&���G���%���9�( �+�0(��,��&)�����-	 ����&��3����H3&��,E �/I ��"

� �



6����F,8������3I,%�	�".��R�� ��N� � ,8������<��N ���0c1��J�%Z( !��0� @ �8!�8�N�8�h���-3?�	�I���	� + ���M��� + �� �!�C���$,����E6�<����
����67�8,� !�	!=' + ���8�������"���� !0� ��J�	���'(�������  ��dZ��8��'�!�	��0	�c���5�����$0� �Z	���� !���@�� !�E6�!���	�J�	='h�� !,
�������/V

W �e
��e���� !�8� + � �J���M�I,8���N6�<����[������3��	,��	.� \�	�E�	� � ��� �����d0��;�?�����}�������� � � �	��
N ��N�����
�����N� + � ' �	��
�����,��� �.7�8
  ��`!�	��������,;�� !�	�`����0	�8�i���]���� �,��8� � �	��
�� � 1����� 3R.>'g�	6�6��'( !��0
BC�������
� ��� � � �  � � � �  ,$�����8�U0��;�P��������  ��  �� �	��
/�	����E,����E6�<����i�����d��< �F !! !�	��'N�N������ ��

 � 1
	 �� 3 � � � � � � � � �

� �8,%�	�j�����i����
�<�,���
/fh<J�	
������� �,������������ �:  !�&�������N�8
_.h'

���� � � 	 ��� �� �

+ ���8���
1 � �� � 3 ���^� � � : �

��� � �� � � � ����
�� � � �� � �

�
� �� ( 5 *��(,-��6(,-�� 0 2 � ��

�����8���;�������

�� � � �
�
�
	 ��� �8�

�

��� � ��� � 0 2
� �� � ��

� � �� �
��� �

1 �� 	����
� �

� � �
� �� 3 0 2

+ �� �,-� + �e����,8��0��� �Q����	�}�$
� !����,;�� !�	�J�	D
��8�� =Z	�]�� �Z	�	V

 � + ��
�����������Z���,;�����"! � � 1�� �� 3&����
/
�� �J������<���,;�� ������

# � 1 � 3 �
�
� 	 � �

� �
��� �

1 � 3$� ��

���G ����N������ ��N������� ���������� ����<���,8�� ����

% 1 � 3 � 1 # � 1 � 3�3 �
�
� 
 # 
 � 1 � 3 # � 1 � V�� � 3

������� + �i�J�%Z��
�� � � ��&(' . # � 1 �>3 1 � V�� � 3

� �



���G ����E������,����E6J�	,;�[���	�-�]�� !�	�
�� �
� � ��&(' . % 1 �>3

� �� !��0C
� ��7��������,8� + �G,%�	�$��!���P0� �Z	�&�	�5�	6�6���� �F ������� !�����������5<�\�G���C.7�?<����8
$ !�d,8���E6�<��-�]�� !�	�
�����G�8f(<����� ���� � V�� � ���

�� � ����
1 # � 381�� ! � 3 � 1 # � 3�1A�73� �

1
	 � (8* �(,-�� �
�
� 3�1��$! � 3 � 1�	 � (8* �(,-�� �

�
� 381���3

��� 1 � V�� ��3

+ ���8�����} ��[�$Z	���M'_���N�	!767���� ��� �Z����h<��d.7�8��V
� �d,%�	�@0	�8���	���	�����8�P�������5<�!������� �� � � �8Z��8�g�%Z��� �
� !��0�<��� ���0���<���,;�� ������ # � + �� !,-� ��� Z	�

�J�����e
����� �Z����� =Z��8�i ��`������� � + �� �,-� +  �!#0� =Z��E<��e������,��	��
 ����
������ '(67���
	 � �� ���� �C���	���5<�!��V
W �� ��} ��G.>'"��.�������Z( ���0E��<����������G���J�]�

# � 1 � 3 �
�
�
	 � � �

�

��� �
1 � 3$� �� � � �� �

� � �
1 �
�
	 � � � 3�1 � 3 � &(' +��  1 � 3

+ ���8��� + ��
�� �J������<���,8�� !�����

�  1 � 3 �
�
�
	 � � � 1 � V����>3

���
� 1 � 3 � 1 �  3 �

�
� 
 # � 1 � 3

���������;�������

�� � � ��
1 # � 3�1�� ! � 3 � 1 # � 3�1���3�

� &(' +��  1�� ! � 3 � &(' +��  1 �>3�

��
� 7���� ' +�� � ' .�� � � 7���� ' .��� �

� 7 ��� ' + � � � 7 � 2 ���
� �  1�� 1 ! � � ! � 3�3 � �  1 ! � 3 � �  1�� ! � 3 � �  1 �>3� � 1 � V����>3

�R����,%�	�/�	����$�J�%Z��e��,����>�����	� !Q��8
 � � !S��R
� ��7��������,8����,-���8�N��� + �� ��������/ !�"Z��8,8���	�[���	���  =�G !�

�� �� � ��
� 1 ��� ' . � ' + ��

3
�

� 1 ��� ' . � ' + ��
3
�

� 1 ��� ' + � ' .���
3 � � 1

�
��� ' . � ' + ��

3
� � 1 � V � �>3

� �




 �N����� ����������,-�����E�$1 � V�����3 + �P�����8
N���e�;Z	��!<J�����&����� 3��	,8��.� \��� ,R�� !�E���}1 �]�������GZ��8,8���	���
� ! �8 )#$#$#) � !��-3&�	��
"���������e�����R� + �N��<��N�N���� !���c��F�	6��I�����	� �R���  1a ���
�� ���8
/.>'��L�	��
��5 ��
1 � V�� �	3 + �� !,-� +  �! ���8��
���1  �;3�,��	�N6�<F�-���� !����� + ���8� �����;3��	,8��.� \���� ��e
��8�����c�	��
���1 U3
+ ���8�� =�� !�R��6J�	������! �S	�5 �� ��<���,8 !��,8<� ��R� ���	�E6�!�%3 + �����`,��	�N6�<F�� !��0������$��<���,8�� ������ # � ����

���������C�	��� ,)�&��<�,-�N��<���,8�� !�����?���i,��	�N6�<F���	V �(�e�����P�����-�	J,8���N6�!� �F =� '� !���c1 , @  �;3 + �����c�����
3��	,8��.� \���/ ��P
��8�����5�	��
	��1 , @ @3 + ���8�@ ��P !�[��6��	�����	V 
 �/�����d���8,�����
@��,-���8�N��1a������1 � V�����3G�	�
1 � V�� ��3�3 + ���J�%Z�� , � ��<���,8�� ���� �8Z��	�<J���� !�����P���",��	�N6�<F��� �  1 ,N��<�,-�`��<���,8�� !�����-3C�	��
g��������� !�G�	���'"�	������<��E���]�� !�	�"!�(��6"�	�#�� !Q8�  + ���8�U,8���N6�<��� ���0 �  ���E���� !�G��,-�����E�d�J���P�5���	�-�	,��	�N6��� �F �� 'N�	�
�c1 ,'@ @3G�	��
_,��	<�!
_.���.7�;�����8�&���J���_�������J���M�[��,-���8�N� + ���8��������3��	,��	.� \�	���
�	���i
��������	V

� �



� � ��� ���	� 


� � ���� �	� ��� � � ��� ��� ����� � � � �����

� ��� � ��� � �  �!� " � � �	��� #%$ �&��(' �

) �+* ,�- ��
�� .���� / �10 - ��
 2 
 � � 
43 �- - �%� &�)� ��� �65�� �
� � ��!"�"���7.	
 #%$'&()�+* &

8:9<;=919?>A@�BDCE9<FHGD9JIK>ALNME;POQCERSFHBT9JGUBDCVR+BWBTCE9YXZMVRS[EGDR+BT>AO<G=91[EMEO\BT>ALN@�]^LNG_@ELS@E`a>A@E9bRSG_;dce;dBT9Jf
g RS;=91[&LN@<>ABD;hXZMVRS[EGDR+BT>AOiR+FEFEGDLbje>afUR+BD>aLN@E;kO1RS@?lN9J@E91GDR+BT9mG=91[EMHO191[&;dcK;=BT9JfU;nRSFEFEG=Loje>AfPR+BD>a@El
BTCH9�LNG=>alN>A@VRS`KBTLpRqXZME>rBT9klNLKLe[WRSOJO1MEGDRSOJcWRS@H[Usk>ABDCU`ALostOJLNfUFHMHBQR+BD>aLN@_OJLN;=B1uv869kObR+@PME;=9hwSG=[
LNGvCH>alNCE9JGxLNGD[H91GxRSFHFEGDLbje>afUR+BT>ALN@E;yskCE91@W9JIS91@WCE>alNCH91GxFEG=91O1>A;D>ALN@z>a;vG=91XZME>AGD91[z]^LNG{BTCE9|G=91[EMEOJ91[
;=cK;dBT91f}BDL&fPR~BTOQCBTCE9�LSGD>alS>a@VRS`�@ELN@H`a>a@H9bRSGp;=cK;=BD91f}skCELN;=9�CE>alNCH91GzLNG=[E91G_RSFHFEGDLbje>afUR+BT>ALN@E;
fUR+BTOQCE9J;�BDCE9�LNGD>AlN>a@VR+`HfWLNGD9kRSOJO1MEGDR+BT9J`AcS� g MeB�sk>rBTCW;DLNfW9k>a@EOJGD91RS;D9J[PO1LSfUFEMeBQR+BD>aLN@zBT>AfU9kR+@E[
fW91fWLNG=cPGD91XZME>AGD9JfU9J@ZB�OJLNfUFERSGD9J[�sk>rBTC�BTCH9qXZMVR+[EGTR+BD>aO�G=91[EMEO\BT>ALN@E;1u

�|CE9wSG=[�LNG=[E91G<fU9\BTCELK[�>A;_�=ME;dB&Rt@VR~BTMEGDRS`p9�jKBT91@H;D>aLS@�LS]zBTCH96XZMVRS[EGDR+BT>AO6G=91[EMEO\BT>ALN@
fW9JBTCHLe[�>a@�`�R+;=Bi��CVRSFHBD91GJu 9 9JGD9_]^LNG7RY@HLN@E`a>A@E9bR+G�;=cK;=BD91f�>a@&]^LNGDf��d�Nu����Q�Su�����s�9�R+FEFEGDLbje>r�
fUR+BT9iBDCE9z@ELN@H`a>a@H9bRSG�BT91G=f � � �^�y����� �2� ���y�  ��� �^���  "#$#$#% � & �^�y�=�¡  g c?>ABD;�wSG=[�LSGD[E9JGn�¢RbcK`aLSG
9\jeFVR+@E;D>ALN@¤£

� ���y� ��¦¥P�P§��   : �P§�¨U�^�  T© � �ª�euA�o�
�¬«� �+(:� E �-���!��.)	 �x®1¯r°1±³²�°

�H�



skCE9JGD9qRSl�RS>A@�¥�RS@E[ : RSGD9nBDCE9�`a>A@E9bRSG�RS@E[�XZMVRS[EGDR+BT>AOnFVRSGdBkRS;|lN>rIN9J@Y>A@�`�RS;dBk��CVR+FHBT9JG�R+@E[
© >a; ]^LNG BDCE9qwSGD[Y[E9JlNGD9J9qFERSG=B�RS@E[�>rBk>a;kRY�d�N� w���B¡cKF 9���������������BT9J@E;DLNGklN>rIN9J@<R+;

© ���	� �� �  ���
�
w�
 � � @ �

�

��� � ��� � ���  0 2
� �ª�eu�S�

RS@E[WBTCE9�wSG=[ULNG=[E91G BT9JGDf(¨U�^�  D© �v>a@_91XZMVR+BD>aLN@��eur��>A;�R7IN9JOJBTLSGd�\�¬�N� w��¢BT91@H;DLNG�fmME`ABD>aFE`A>aO1R+BT>ALN@
skCE>AOQC<G=91;DMH`ABT;k>A@<RmIS91OJBDLNG�lN>AIS91@<RS;q� >A@E[E9\je9J[ g c � �

¨P���  T© �v� �	� �� �  � � � � � b� ��� �6@��
���6@ � ©�� � � � � �y� �ª�eu�wN�

RS@E[�s�9��Z@ELos�BDCE97GD9J;DME`rBQRS@�B�wSGD[�[E9JlNGD9J9p;dcK;=BT9Jf

�� � ¥P�P§��   : �P§�¨U�^�  T© �¤§����{���=� �ª�eu����
� �    � �ª�eu �S�

ObR+@ lN>AIS9PRY9JIS91@�CE>alSCE91GqFEGD9JO1>A;D>aLS@ RSFEFHGDLbje>afUR+BT>ALN@&BTL<BDCE9PLSGD>alS>a@VRS`¢@ELN@E`A>a@E91RSG7;=cK;=BD91f}R+;
L g ;=91GdIN91[ >a@"!¢>AlEu#���¬�

$ @E[ BDCE9�FEGDLKO19J;D;�BTLlN9J@E91GDR+BT9�RG=91[EMEOJ91[¦wSGD[ [H91lNG=919�;=cK;=BD91f ]^G=LNf BDCE9�wSG=[ LSGD[E9JG
RSFEFHGDLbje>afUR+BT>ALN@ >a;YRS`a;=L�[H>aGD9JOJBD`Ac ;=>afW>a`�R+GUBTL�BTCE9�XZMVRS[EGDR+BT>AO�GD91[HMEOJBD>aLN@¦>a@ `�RS;dB?��CERSFHBT9JG
g c�;=BD>a`a`¢ME;D>A@ElYBDCE9 $ G=@ELN`a[H>vB¡ceF 9W;=BQR~BT9zI+RSGD>aR g `a9zFHGDL~�=9JOJBT>ALN@�BTL�BTGTR+@E;=]^LNG=f!RS`A`¢BTCE9_`A>a@E91RSG1�
XZMVRS[EGDR+BT>AO�RS@E[�w+GD[LNG=[E91GiBD91G=f4BTL&`ALos([E>afW91@E;=>aLN@ERS`�]^LSGDfYu?869 g GD>a9&%Ec ;=MEfWfPRSG=>('J9UBTCH9
FEG=LeOJ91[EMEG=9iR+; ]^LN`a`AL�sk;J£

)#*,+.-0/ u21K9JB�¥ � �¦¥43 �  � � � ¥43 � �
)#*,+.-65 u $ FEFE`rc $ G=@ELN`a[H> RS`alSLNGD>rBTCEf � FVR+lN9hw7�N��LN@<¥ �! � �! , BDLWlS9JB � RS@E[ �
)#*,+.-98 u:1e9JB �¥ � � 3 �  �� �<;=� � ; � 3 �,> � RS@E[ � :� �  ? Eu��|CH>a;mG=91[EMEOJ91;zBTCH9�`a>a@H9bRSG

O1LSfUF LN@E9J@ZBD;1u
)#*,+.-A@ uCB 9\BED � �¥ ��  ¥ � RS@E[ � � �Y  : � BTLzlN9\B �: ��� �

� �	D � � ���|CH>a;|GD9J[EMEOJ91;
BTCH9qXZMVR+[EGTR+BD>aO�FVR+G=Bbu

)#*,+.-0F uGB 9\B � �© �9� �6@��,H
���6@�� �	D ��©I� � � � � � ��uv�|CE>a;kG=91[EMEOJ91;|BTCH9pw+GD[�[E91lSGD9197FVR+G=Bbu

�/D "!(��������7(��������	 �����!� ��&)(:�#( �KJLNMOQPSR ²"T MU,L UVXW�YXZ VO Z WP Z YR

�[�



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

Time

O
u
tp

u
t 
fo

r 
s
te

p
 s

o
u
rc

e

N=100, unreduced 3rd order approximation system
reduced 3rd order system to size 5             
reduced 3rd order system to size 10            
reduced 3rd order system to size 20            
original nonlinear (size 100)                  
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