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非 Hausdorff线性拓扑空间的拓扑结构 

陈 勇 

(理学院) 0门]、； 

摘 要 

通过 引入出集、带集、带空间等概念 ，证明1任何非 Hausdorff线性拓扑空间都 

是带空间，其拓扑结构由零点桌的闭包丽 (子空间)决定，是具有固定形式的．随后作 

为特倒 ，讨论1有限维非Hausdorff空间，蛤 出1更强的结果． 

关簟调 t带集 带空间 非 Hausdorff线性拓扑空间 

： 舳 。。 雌锄藿吏 孝f ]，1 丛集
、带集与带空间 ’ 一 一 ～ ， 

设 x为线性空间，P为 x 的一个线性子空间，把线性流形 =7C+P记为 )，称为过 的 

以 P为底的线性流形． 

首先利用线性流形在线性空间中引入丛集、丛体的概念． 

定义1 设 x 为线性空间，POX为其非零线性子空间，如果 ACX满足V n∈A，Sp(n)c 

A，则称 A是(以P为底的)丛集．称全体以 P为底的丛集为一丛体，记为 ，或简记为 

丛集有如下一个等价说法． 

定理l 设 x 为线性空问，则 ACX是一丛集的充要条件是 A是一族以某非零子空间为 

底的线性流形之并． 

证明 设A~ t'p，则V ∈A， )c ，因而A可表为一族以尸为底的线性流形之并 

A — U ) (1) 
，∈月 

反之，如 A= U ( ) (2) 

这里 Sp(y。)均为以 P为底的线性流形 ，r是指标集，于是V ∈A，j ∈r， ∈Sp( )， 

据线性流形性质 ， ∈ +P，故 —Y，eP，那么V ∈P， + = +(弘
．一卫)]+ ∈P+ ，即 

(弘．)c +P；另一方面，V t+2~2+P，t+x=Et+ 一弘
，
]+弘．∈P+弘，= ( )，即 + 

PCSp(y )．故 ‘ 
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S，( )： P + — S，( ) (3) 

由Sp( ．．)CA知 SP )CA，故 A6 址毕。 

丛集还有如下一个重要性质，就是余不变性- 

定理2 设 AE ，则 A'E P' 

证明 设 A6 P，则V ∈A ，且必 (x)CA ，否则有一 y6Sv(x)，且 y6A，因 A∈ 

P ，故 s，(y)CA，又由线性流形性质易见Sp )=sP(y)CA，则 ∈A，矛盾· 

故必 S， )CA ，此表明A ∈ P． 证毕· 

带集是一种特殊的丛集+ 

定义2 设 X为线性空间，P为 x的(非零)子空间， ≠ 。∈X，对正数 ，X的子集 z= 

U s ( )(其中 ∈K，K是 x的定义数域)是含 0的丛集，称它为沿方向 以 P为底的 

零点带，记作 ． 称 为带径． 一零点带 ． 平移 后便称为过 的沿方向 o以P为底 

的 一带．叉设DCX=X＼{8}，满足 D中任两个不同的元线性无关，且V ∈X，j ∈ ，使对 

某一 。∈D， 一 ，则 z— U z ，(其中d 为相应带径)称为以P为底的零点带．，记作 
} 。 ‘ 

Z，，D称为它的环绕集．零点带 z 平移 后就称为(过 的)以 尸为底的带，记作 ( )． 

由定义易见以P为底之零点带是吸收集．事实上v ∈X，因有 与 满足 一 z ．再 

设 以为 Zp 之带径 ，并取 一 — 

则当laI<a时 = 矗，而I地I≤T I I<以，由定义b=— 6Z= 凸Z · 

下文中当不特别指明时，沿方向Xo的带的记号中带径常省去． 

定义3 设 x是线性空间．BCX，8≠z。∈x，如V 6∈B，存在过 b沿方向 。以P为底的带 
记肯 

． +6 ． (6)CB，则称 B为沿方向 。以 P为底的带集 I如V b6B，有过 6的带 (6)C 

B，则称 B为以 尸为底的带集，简称带集． 

本文用 表示沿方向zo以P为底的带集全体，2 则为以 P为底的带集全体． 

值得注意的是．带集与沿某方向的带集是不同的，但它们有如下紧密的联系． 

定理3 设x为线性空间t其子集 为带集的充耍条件是 且是沿任意方向的带集 (gt3~ 

均指以某P为底 )． 

证明 (1)必要性．设 B为带集，V方向 。∈X，V 6∈B，由带集定义，j z，(6)=6+ U 
∈ 

．  

[ ·因j ～∈ 与数 f0'使 。一 。 。；取 —i辛 ，则易知 ．。cz ～cZ P． 
故有 ． (6)= ,,-Sb~Ze-Sb=Ze(b)CB，即 B6 ． 

(2)充分性．采用构造商集法．在 x定义 ～_y，当且仅当 与Y线性相关，这是一个等价关 

系·在商集x／～中，从每一等价类取定 ∈( )，所有取出的 组成的集记为D，V b∈B， 

V丑∈D·由B6Te．‘知应有Z尸． -b-bgB．取z= nẐ ‘，由等价类性质易得D台于环绕集条 

件，于是 Z是零点带·从而 Z+b一 ．‘+6 (Zv,n+b)CB·Zv(6)=Z+b即为过 6台 
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于 占之带 ，故 占∈ ． 

与丛集似，带集也可表为一族同底带集之并，沿某方向的带集也是一族同底同方向带的并 

(事实上不难看出一族同底同方向带之并也是沿该方向带集)· 

定义4 设x为线性拓扑空间，如x的任一非空开集均为以某非零线性子空间尸(与不同 

开集无关)作底的带集，则称 x是(以 P为底的)带空间． 

下节将证明，所有非 丁 线性拓扑空间都是带空间． 

2 非 Hausdorff线性拓扑空间的拓扑结构 

众所周知，非了T 线性拓扑空间是存在的 ，那么这种空间究竟有怎样的结构呢?这是本文要 

解决的中心问题．下面叙述并证明本文的主要定理 ，回答了这个问题． 

定理4 设 x是非 Hausdorff线性拓扑空间，则 x必为以{ }为底的带空间． 

证明 证明分两步： 

(i)x 中任一非空开集均为丛集． 

事实上，V G∈ ，则F=G 为闭集．不妨设G x即，≠ ，因x非 ，故x亦非丁} ，所 

以{ }≠{ )，因此{ }=尸是一非零子空间[ ．从而V ∈F，{ )CF=F，即S )= +尸= 

+{ ；f0}cF，可见F∈ ，由定理2，G∈ ． 

( )任一非空开集均为以 尸作底的带集． 

设 G∈ ，则Vz∈G， ~-G--x是 的吸收邻域 ，故对V 。≠ 且 Xo6X，有 以 >0，当f 

J< 时 ∈ ．因 ∈ ，故 

SP(k o)[ 

ZP
． 

一 U SP(h )C G (4) 
。 ⋯ ‘ 

ZP． ． )C G 

这说明 G是婿任何方向的带集，因此由定理3就有 G6 P． 

综合fi)、( )知 x是带空间 ，底为 P= )． 证毕． 

另外如 x是以某非零线性子空间 P为底的带空间，则 x显然是非 T 的 ，故此定理表明非 

Hausdorff线性拓扑空间是有固定、简单的结构的，该拓扑结构由f )决定．从几何直观上看，这 

相当于x中任一非空开集都是由一族“与 P平行的线性流形”组成的带拼成的． 

3 有限维非 Hausdorff线性拓扑空间的拓扑结构 

为方便起见，本节考虑实的有限维非 丁 线性拓扑空间，复空间的情形类似． 

定义5 设 x=span{。 ．．， )为 R上 维线性空间，这里 _．' 为 x 的基f尸 span 

{。 ．．， m}(0<，，l≤H)是一非零子空间f了T为 x一 的坐标映象 ，则称 

． 

= U {Se(x)}q一 0， = 1，2，⋯，，，l，且 lIT(x)l】Rn< ) (5) 

(这里d>0，而 是 的第f个坐标．)为以尸作轴的 零点柱， 称为柱半径．C̈ 平移 后即 

称为过 的以P作轴的柱，记为c—b)．所谓的子集 A为以P作轴的柱集是指V EA，存在 

以>0，使 ．‘ )亡 ． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第1嗍  陈 勇，非 Ha口sdo 线性拓扑空间的拓扑结构 

显然，零点柱是一个零点带，而柱集也是一个带集．A是以P为轴的柱集·相当于A为一 

族以 P作轴的柱之并． 
定义6 若 维(实)线性拓扑空间X的每一非空开集均为以P作轴之柱集·则称 X是以 

P为轴的柱空间． 
定理5 n维非 HausdorH实线性拓扑空间是以( )为轴的柱空间· 

证明 在{I}中取一组基 ⋯， (m>o)．不妨设 m<n，(不然{ ) x，即可见 X是平凡 

空间，所证结论已成立)．于是可将 '．．·． }扩充为x的一组基 ，⋯， ，⋯ }· 

V G6．~-，G≠中．任取 。∈G，考虑 口的开邻域 G ：G--xo，取 X／P为关于子空间 P一{口) 

之商空间．Q是X--X／P的商映象，显然X／P是以( + )．'．·，( )为基的n-m维空间·另外易 

验证V xEX．等价类( )= )． 

园商拓扑 下的商映象为连续开映象为连续开映象 ．故Q(G )为X／P中({ ))的开 

邻域，又P={ )是闭子空间，故X／P成为Hausdorff的线性拓扑空间[ ，而它又由坐标映象拓 

扑 同构于 R一 ]，设 X／P~R 的坐标映象(也是拓扑同构映象)为 亍，则有 亍(Q(G ))是 

一m中舍0之开集，必有一O点n—m维开球 B(O， )，使B(O，a)CT(Q(G~ ))．下面证明 

U tSP( )l ((；))∈B(0， )． ∈ Span{ +1．⋯， ))c ( (6) 

事实上 ，对 ∈Span{e~+ “． )．可设 = 22 · ，故 

(；)= ∑ (云) (7) 
一 ’ 

当 ((；))一( + '．' ) 6B(O， )c亍(Q(G ))时，可见( )∈Q(G )．因此有 ‘∈ ， 

Q( )一(；)，即 ∈( )= )，于是 Se(．i)= ( )．又 G ∈ ·故 Se(x)：Se(x’)c 

- 因此(7)式成立- 

但(7)式中 ∈Span{ + ．．， )，且 亍(；)∈B(0， ) 

甘 q— o(i一 1，⋯+m)且 lIT(x)ll 

一 lI(O．⋯，0． ．．' ) l 

= ll( ．_． ) l『R"-m< 

这里 为 ( )的第i个坐标． 

可见 ． =U {S， )lm= 0．i= 1，⋯，m；且 fIT(x) < 

= U {．sP( )fT(( ) ∈B(O，a)， ∈span{ +l，⋯， ))c G 

故 t( )= ． + 。c 。+ =G 

由 o在G中的任取性使得 G是柱集．故x为以P作轴的柱空间． 证毕． 

这样，非T 的 n维线性拓扑空间的拓扑结构便可由比带集更强的柱集来刻画． 

(下转第126页) 
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A P0LYN0M IAL TIM E ALG0RITHM  

IN GE0M ETRIC PR0GRAM M ING 

Zhang Kecun Xiao W enming 

(Schoo1 of Sciences) 

A bstract 

The original and dual road trace interior point algorithm is generalized arld applied to 

positive definite geometric programming，which makes use of the characteristics of geometric 

programming and duality principle．It is proved that this algorithm is a polynomial time algo． 

rithm fOr unconstrained positive definite geometric programming．It is expected that this a1． 

gorithm can be generalized and applied to constrained geometric programming problems． 

Keywords：geometric programming polynomial time algorithm duality principle 

(上接第117页) 
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THE TOPOLOGICAL STRUCTURE OF 

NON—HAUSDORFF LINEAR T0P0L0GICAL SPACE 

Chen Yong 

(＆ boo1 0f s。iences) 

Abstract 

By introducing the definition of bundle-set，strip-set and strip—space，this paper proves 

tha t every non-Hausdorff linear topological space is a strip．spac e．M 。reover
， its structure of 

topology can be determined by the closure of subspace{ )，nameIy，{I}．Then the finite．di． 
mentional non。Hausdorff space is dealt with a8 a special exampIe and further resuIt8 are at
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