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PROBLEM  1  consider the function f  HzL defined by f  HzL =
x y 2  H x + Â y L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x 2 + y 4

if z = x + Â y ∫ 0 and f  HzL = 0 if z = x + Â y = 0

Then f  HzL = u Hx, yL + Â v Hx, yL with u Hx, yL =
x 2 y 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x 2 + y 4

if x + Â y ∫ 0 and u Hx, yL = 0 if x + Â y = 0

v Hx, yL =
x y 3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x 2 + y 4

if x + Â y ∫ 0 and v Hx, yL = 0 if x + Â y = 0

Solving the Cauchy -Riemann equations
∑u

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

=
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

 and
∑u

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

= -
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

for x2 + y4 ∫ 0, one obtain that

2 x y6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y4L2 =

3 x3 y2 - x y6
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y4L2 and

2 x2 y Hx2 - y4L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y4L2 =

y3 Hx2 - y4L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHx2 + y4L2 therefore x = ≤y2 or y = 0

It results that the three curves x = ≤y2 and y = 0 contain the points where f  HzL is analytic
f  HzL is not analytic at the origin because f  HzL - f  H0L

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
z - 0

=

x y 2  H x+Â y LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx 2+y 4 - 0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x + Â y - 0
=

x y 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x 2 + y 4

and ,

taking x = a y2 with a being an arbitrary constant
f  HzL - f  H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
z - 0

=
a y4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 y4 + y4

=
a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1 + a2

; therefore the limit

lim
zØ0

f  HzL - f  H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
z - 0

does not exist J it would be 1ÅÅÅÅÅÅ
2
if a = 1 and -

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

 if a = -1 for exampleN
PROBLEM  2 consider the function u = sin x cosh y + 2 cos x sinh y + x 2 + 4 x y - y 2

a simple calculation will show that
∑ 2u
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x 2

+
∑ 2u
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y 2

= 0

the conjugate harmonic of u is a function v defined by the Cauchy -Riemann equations

∑ u
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

=
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

 and
∑ u
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

= -
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

therefore
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑x

= -4 x + 2 y - 2 cos x cosh y - sin x sinh y

and
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

= 2 x + 4 y + cos x cosh y - 2 sin x sinh y

Integrating the first differential equationsw.r .t. x
v = -2 x2 + 2 x y - 2 sin x cosh y + cos x sinh y + g HyL, g HyL being a function to be determined
Replace the last result into the second eq

2 x + 4 y + cos x cosh y - 2 sin x sinh y =
∑ v
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑y

= 2 x - 2 sin x sinh y + cos x cosh y + g ' HyL
hence g ' HyL = 4 y , g HyL = 2 y2 and v = -2 x2 + 2 x y + 2 y2 - 2 sin x cosh y + cos x sinh y
f  HzL = u + Â v = sin x cosh y + 2 cos x sinh y + x 2 + 4 x y - y 2 + Â H-2 x2 + 2 x y + 2 y2 - 2 sin x cosh y + cos x sinh yL =H1 - 2 Â L Hsin Hx + Â yL + x 2 - y 2 + 2 Â x yL = H1 - 2 Â L H sin z + z2 L
PROBLEM  3 let f  HzL = 2 z + 3 z 2 andC be the unit circle around the origin
obviously „z = „ H ‰ Â q L = Â ‰ Â q „ q™
C

f  HzL „z = ‡
0

2 pH 2 ‰ Â q + 3 ‰ 2 Â q L Â ‰ Â q „ q = ‡
0

2 pH 2 Â ‰ 2 Â q + 3 Â ‰ 3 Â q L „ q = H ‰ 2 Â q + ‰ 3 Â q L » q = 2 p - H ‰ 2 Â q + ‰ 3 Â q L » q = 0 = 0

PROBLEM4 consider the following points in the complex plane Hz = x + Â yL
O = 0, A = 2, B = 2 + Â

then x = 2 y  on  the path C1 = OBand f  HzL = z
-

= x - Â y

1



‡
OB

f  HzL „z = ‡
OB

Hx - Â y L „ Hx + Â yL = ‡
0

1H2 y - Â y L „ H 2 y + Â yL = H2 - ÂL H2 + ÂL ‡
0

1
y „y =

5
ÅÅÅÅÅÅ
2

y = 0 on the pathOA therefore ‡
OB

f  HzL „z = ‡
OA

Hx - Â y L „ Hx + Â yL = ‡
0

2
x „x = 2

x = 2 on the path AB therefore ‡
AB

f  HzL „z = ‡
AB

Hx - Â y L „ Hx + Â yL = ‡
0

1 H2 - Â y L „ H2 + Â yL = 2 Â +
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

hence ‡
C2

f  HzL „z = ‡
OA+AB

f  HzL „z = 2 Â +
5
ÅÅÅÅÅÅ
2

∫
5
ÅÅÅÅÅÅ
2

= ‡
C1

f  HzL „z

2


