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PHYS600 - HW4SOLUTIONS

PROBLEM  1  HaL replace  dx a =
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

dx m and dx b =
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

dx n inside  ds2 = hab dx a dx b to obtain

ds2 = hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

 dx m dx n so we can identify gmn HxL = hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

The inversemetric is gmn HxL = hab ∑xm

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x a

 
∑xn

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x b

HbLwe' ll use the definition of the affine connection Gmn
l =

∑ x l

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x a

 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑xm ∑xn

 and the result from HaL; then
∑ gmn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

=
∑

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

+ hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑2 x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xn

∑ glnÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

=
∑

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm ∑ xl

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

+ hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

 
∑2 x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm ∑ xn

-
∑ gml
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= -
∑

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

= -hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn ∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

- hab
∑ x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

 
∑2 x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn ∑ xl

adding the last three equalities
∑ gmn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

+
∑ glnÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

-
∑ gml
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

+ hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm ∑ xl

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= 2 hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

Finally
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

 gns ikjj ∑ gmn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl

+
∑ glnÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xm

-
∑ gml
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

y{zz =

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

 h rt ∑xn

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x r

 
∑xs

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x t

 2 hab 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

 
∑ x b

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xn

= h rt hab dr
b 

∑xs

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x t

 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

= da
t ∑xs

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x t

 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

=
∑xs

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x a

 
∑2 x a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xl ∑ xm

= Gmn
s

PROBLEM  2  HaL consider in 3 - dimensions X rst =
∑ x' r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x' s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xb

 
∑ x' t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc , obviously X rst is totally antisymmetric and

X123 =
∑ x' 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x' 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xb

 
∑ x' 3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc = det 

i
k
jjjjjjjjjjjj

∑ x ' 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x1
∑ x ' 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x2

∑ x ' 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x3

∑ x ' 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x1
∑ x ' 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x2

∑ x ' 2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x3

∑ x ' 3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x1
∑ x ' 3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x2

∑ x ' 3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x3

y
{
zzzzzzzzzzzz so that X rst = erst X123 = erst det J ∑ x '

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

N
HbL the last equation can be written e ' rst = Jdet J ∑ x '

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

NN-1
 

∑ x' r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x' s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xb

 
∑ x' t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc

consider two transformations x Ø x ' and x Ø x '' that corresponds to eabc Ø e ' rst = Jdet J ∑ x '
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

NN-1
 

∑ x' r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x' s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xb

 
∑ x' t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc ,

respectively eabc Ø e '' lmn = Jdet J ∑ x ''
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

NN-1
 

∑ x'' l
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x'' m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑ xb
 

∑ x'' n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc ; then

e '' lmn = Jdet J ∑ x ''
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

NN-1
 

∑ x'' l
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x ' r

 
∑ x'' m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' s

 
∑ x'' n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' t

 
∑ x' r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xa

 
∑ x' s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xb

 
∑ x' t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xc

 eabc = Jdet J ∑ x ''
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

NN-1
 

∑ x'' l
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x ' r

 
∑ x'' m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' s

 
∑ x'' n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' t

 
e ' rst

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHdet H ∑ x'ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑ x LL-1

or e '' lmn = Jdet J ∑ x ''
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x '

NN-1
 

∑ x'' l
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x ' r

 
∑ x'' m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' s

 
∑ x'' n
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x' t

 e ' rst

HcL under a parity transformation x
Ø

Ø x
Ø
' = -x

Ø
and e

Ø
i Ø e

Ø
i ' = -e

Ø
i i = 1, 3

êêêêêê

det J ∑ x '
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ x

N = det 
ikjjjjjjj -1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

y{zzzzzzz = -1 so e ' abc = -J-
∑ xa
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xp

N 
ikjjj-

∑ xb
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xq

y{zzz J-
∑ xc
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ xr

N epqr = e abc

r
Ø

= ri e
Ø
i Ø r

Ø
' = ri ' e

Ø
i ' = r

Ø
so ri ' = -ri and p

Ø
= pi e

Ø
i Ø p

Ø
' = pi ' e

Ø
i ' = p

Ø
so pi ' = -pi

1



L
Ø

= eijk e
Ø
i r j p k Ø L

Ø
' = eijk e '

Ø

i  H-r jL H-pkL = eijk e
Ø
i ' r j p k = -L

Ø
so L

Ø
' = - L

Ø J LØ is not a vectorN
PROBLEM  3 HaL  using  the  notation  x4 = Â c t , A4 = Â

f
ÅÅÅÅÅÅ
c
and Fmn = ∑m An - ∑n Am

Fk4 = -F4 k = ∑k A4 - ∑4 Ak = ∑k Â
f
ÅÅÅÅÅÅ
c

-
∑t AkÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Â c
=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Â c

 Ek and Fkl = ∑k Al - ∑l Ak = e klm  emnp ∑nAp = e klm  Bm

Inmatrix form Fmn =

i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 B3 -B2 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E1
-B3 0 B1 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E2
B2 -B1 0 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E3

- 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E1 - 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E2 - 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E3 0

y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzzz

HbL the first equation can bewritten ∑k Fk4 =
4 p r
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Â c
or ∑n Fn4 =

4 p j4ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

and the second is equal to

e ijk ∑ j e klm ∑l Am -
Â c
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

 ∑4 Â c Fi4 =
4 p jiÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

or ∑ j Fij + ∑4  Fi4 = ∑n Fin =
4 p jiÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c

HcL define another antisymmetric tensor F~ mn =
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

 emnrs Frswith e1234 = 1, then F
~

12 = F34, F
~

23 = -F41, F
~

13 = -F24, etc

Inmatrix form F
~

mn =

i
k
jjjjjjjjjjjjjjjjj

0 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E3 - 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E2 B1
- 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E3 0 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E1 B2
1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E2 - 1ÅÅÅÅÅÅÅÂ c  E1 0 B3
-B1 -B2 -B3 0

y
{
zzzzzzzzzzzzzzzzz; looking at the twomatrices it ' s obvious that

Fmn Fmn = 2 
ikjjjjjjjjBØ2 -

E
Ø2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2

y{zzzzzzzz  and  Fmn F
~

mn =
4

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Â c

 E
Ø

ÿB
Ø

2


